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Outline	  
§  Sets	  
§  Subsets,	  power	  set,	  Cartesian	  product	  
§  Set	  opera1ons,	  Venn	  diagrams	  
§  Func1ons	  &	  sequences	  
§  Binary	  rela1ons	  
§  Proper1es:	  one-‐to-‐one,	  onto	  
§  Cardinality	  
§  Infinite	  sets:	  countable,	  uncountable	  
§  The	  Hal1ng	  Problem	  
§  Text: 	  Rosen	  2.1	  –	  2.5	  
§  Text: 	  Lehman	  4,	  7.1	  
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Understanding	  Infinity	  

“All	  infinite	  sets	  are	  infinitely	  large,	  but	  some	  
infinite	  sets	  are	  larger	  than	  others”	  
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Sets	  (defini1on)	  

§  Defini1on:	  a	  set	  is	  an	  unordered	  collec1on	  of	  
objects	  

§  Defini1on:	  the	  objects	  in	  a	  set	  are	  called	  
elements/members	  

§  Nota1on:	  
•  {  }
•  a  ∈  A  
•  a  ∉  A  	  
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Sets	  (types)	  

§  Empty	  set:	  	  set	  with	  no	  elements 	  ∅  or  {}	  	  
§  Universal	  set	  (U):	  	  set	  containing	  everything	  

currently	  under	  considera1on	  	  
§  Important	  common	  sets:	  
•  N 	  =	   	  natural	  numbers	  =	  {0,1,2,3….}
•  Z 	  =	   	  integers	  =	  {…,-‐3,-‐2,-‐1,0,1,2,3,…}
•  Z⁺ 	  =	   	  posi6ve	  integers	  =	  {1,2,3,…..}
•  R 	  =	   	  set	  of	  real	  numbers	  
•  R+ 	  =	   	  set	  of	  posi6ve	  real	  numbers	  
•  C 	  =	   	  set	  of	  complex	  numbers.	  
•  Q 	  =	   	  set	  of	  ra1onal	  numbers	  
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Sets	  (specifica1on)	  

§  Roster:	  	  S  =  {a,b,c,d},  S  =  {a,b,c,d,  ……,z  }	  
§  Predicates	  (set	  builder	  nota1on):	  
•  S  =  {x  |  P(x)}
•  S  =  {x  |  x  is  a  positive  integer  less  than  100}
•  Q+  =  {x  ∈  R  |  x  =  p/q,  for  some  positive  integers  p,q}	  	  

§  Intervals:	  
•  [a,b]  =  {x  |  a  ≤  x  ≤  b}
•  (a,b)  =  {x  |  a  <  x  <  b}

§  Sets	  can	  be	  elements	  of	  other	  sets	  
§  Opera1ons	  on	  other	  sets	  
§  Recursive	  construc1on	  
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Rela1ons	  on	  Sets	  

§  Subset:	  set	  A	  is	  a	  subset	  of	  B,	  if	  and	  only	  if	  
every	  element	  of	  A	  is	  also	  an	  element	  of	  B	  
•  A  ⊆  B	  

§  Equality:	  two	  sets	  are	  equal	  if	  and	  only	  if	  they	  
have	  the	  same	  elements	  
•  A  =  B	  

§  Proper	  subset:	  if	  A	  is	  a	  subset	  of	  B	  but	  A	  is	  not	  
equal	  to	  B	  then	  A	  is	  a	  proper	  subset	  of	  B	  
•  A  ⊂  B	  
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Set	  Opera1ons	  

§  Union:	  A  ∪  B	  

§  Intersec6on:	  A	  ∩  B	  

§  Set	  difference:	  A	  –	  B	  	  	  	  	  	   	   	  {x  |  x  ∈  A  ∧  x  ∉  B}  	  

§  Complement:	  Ac	  or	  Ā	   	  	  	  	  	  	  {x  ∈  U  |  x  ∉  A}
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Union	  (Venn	  diagram)	  

§  Union:	  A  ∪  B	  
§  Example:	  	  
	  {1,2,3}  ∪  {3,  4,  5}    =  {1,2,3,4,5}	  

	  

U	  

A	   B	  
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Intersec1on	  (diagram)	  

§  Intersec6on:	  A	  ∩  B	  
§  Example:	  	  
	  {1,2,3}  ∩  {3,  4,  5}    =  {3}
	  {1,2,3}  ∩  {4,5,6}      =  ∅

	  
	  

U	  

A	   B	  
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Set	  Difference	  (diagram)	  

§  Set	  difference:	  A	  –	  B	  	  	  	  	  	   	   	  {x  |  x  ∈  A  ∧  x  ∉  B}  	  
§  A	  –	  B	  is	  the	  set	  containing	  the	  elements	  of	  A	  

that	  are	  not	  in	  B	  	  
§  Example:	  	  
	  {1,2,3}  –  {3,  4,  5}    =  {1,2}	  

	   U	  
A	  

B	  
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Complement	  (diagram)	  

§  Complement:	  Ac	  or	  Ā	   	  	  	  	  	  	  {x  ∈  U  |  x  ∉  A}
§  The	  complement	  of	  A	  (with	  respect	  to	  U)	  is	  

the	  set	  	  U  -‐  A	  
§  Example:	  
•  U	  is	  “posi1ve	  integers	  less	  than	  100”	  
•  A	  is	  {x  |  x  >  70}	  	  
•  Ā	  is	  {x	  |  x  ≤  70}	  

A	  

U	  
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Set	  Iden11es	  

§  Commuta6ve,	  Associa6ve,	  Distribu6ve,	  De	  
Morgan’s	  laws...	  	  
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Set	  Iden11es	  (example	  1)	  
2.2.6 Chapter 2 Sets, Fcns, Seqs, Sums

CONFIRMING IDENTITIES with VENN DIAGRAMS

coursenotes by Prof. J. L. Gross for Rosen 7th Edition
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Set	  Iden11es	  (example	  2)	  

2.2.6 Chapter 2 Sets, Fcns, Seqs, Sums

CONFIRMING IDENTITIES with VENN DIAGRAMS

coursenotes by Prof. J. L. Gross for Rosen 7th Edition
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Power	  Set	  

§  Recall:	  sets	  can	  be	  elements	  of	  other	  sets	  
•  {  {1,2,3},  a,    {b,c}  }
•  ∅	  	  ≠  {  ∅  }  	  

§  Power	  set:	  the	  set	  of	  all	  subsets	  of	  a	  set	  A,	  
denoted	  pow(A)	  or	  P(A)	  
•  If	  A	  =	  {a,b}	  	  	  then	  	  	  	  
	   	  pow(A)	  =	  {	  ø,	  {a},{b},{a,b}	  }	  
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Cardinality	  

§  Defini1on:	  a	  finite	  set	  has	  exactly	  n	  (nonnega1ve	  
integer)	  dis1nct	  elements.	  Otherwise	  it	  is	  infinite	  

§  Defini1on:	  the	  cardinality	  of	  a	  finite	  set	  A,	  
denoted	  by	  |A|,	  is	  the	  number	  of	  (dis1nct)	  
elements	  of	  A	  	  

§  Examples:	  
•  |ø|	  =	  0
•  |{1,2,3}|	  =	  3
•  |{ø}|	  =	  1
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Cartesian	  Product	  (two	  sets)	  

§  Defini1on:	  the	  Cartesian	  Product	  of	  two	  sets	  
(A	  ×	  B)	  is	  the	  set	  of	  ordered	  pairs	  (a,b)	  where	  
a	  ∈	  A	  	  and	  b	  ∈	  B	  	  	  

§  Example:	  
•  A	  =	  {a,b}	  	  	  B	  =	  {1,2,3}	  
•  A	  ×	  B	  =	  {	  (a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3)	  }	  
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Cartesian	  Product	  (n	  sets)	  

§  Defini1on:	  the	  Cartesian	  Product	  of	  the	  sets	  
(A1  ×  A2  ×  ……  ×  An  )	  is	  the	  set	  of	  ordered	  n-‐
tuples	  (a1,a2,……,an)	  where	  ∀i,	  ai	  ∈	  Ai	  

§  Example:	  
•  A	  =	  {0,1} 	  B	  =	  {0,1} 	  C	  =	  {0,1}	  
•  A	  ×	  B	  ×	  C	  =	  {	  (0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),...}	  
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Func1ons	  (defini1on)	  

§  Defini1on:	  a	  func6on	  f from	  A	  to	  B	  (f:  A  →  B  )  is  
a  mapping  that  assigns  each  element  of  set  A  
to  exactly  one  element  of  set  B:	  	  f(a)  =  b  	  

A

B

C	  

Students	   Grades	  

D

FEric	  

Kyle	  

Stan	  

Kenny	  
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Func1ons	  (more	  defini1ons)	  	  
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Section 2.3 Functions 2.3.1

2.3 FUNCTIONS
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Func1ons	  (examples)	  	  
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2.3.2 Chapter 2 Sets, Fcns, Seqs, Sums

coursenotes by Prof. J. L. Gross for Rosen 7th Edition

Section 2.3 Functions 2.3.3
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Rela1ons	  (defini1on)	  

§  Defini1on:	  a	  binary	  rela6on	  R	  consists	  of	  two	  
sets,	  A	  (domain	  of	  R),	  B,	  (codomain	  of	  R),	  and	  
a	  subset	  of	  A	  ×	  B	  called	  the	  graph	  of	  R	  	  

§  We	  use	  “a	  R	  b”,	  to	  mean	  that	  the	  pair	  (a,b)	  is	  in	  
the	  graph	  of	  R	  	  

§  Note:	  a	  func1on	  is	  a	  par1cular	  (special	  case)	  
binary	  rela1on	  
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Rela1ons	  (proper1es)	  

§  The	  rela1on	  (R :  A  →  B  )  is	  one-‐to-‐one,	  if	  and	  only	  if	  
R(a)	  =	  R(b)	  implies	  that	  a	  =	  b	  for	  all	  a	  and	  b	  in	  the	  
domain	  of	  f	  
Ø  There	  is	  at	  most	  one	  a	  ∈	  A	  such	  that	  R(a)  =  b  
Ø  “Injection”    (injective  relation)	  

§  The	  rela1on	  is	  onto,	  IFF    for	  every	  element	  b	  ∈	  B,	  
there	  is	  at	  least	  one	  element	  a	  ∈	  A	  with	  R(a)	  =	  b	  
Ø  “Surjection”    (surjective  relation)	  
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Bijec1ons	  

§  Defini1on:	  a	  bijec6on	  is	  a	  func6on	  that	  is	  both	  
one-‐to-‐one	  and	  onto	  (one-‐to-‐one	  
correspondence)	  
Ø  No  unpaired  elements
Ø  “bijective”    (injective  and  surjective  relation)	  

§  Defini1on:	  the	  inverse	  of	  a	  rela1on	  R,	  is	  the	  
rela1on	  R-‐1	  defined	  by	  the	  rule:	  
Ø  b	  R-‐1	  a	  	  IFF	  	  a	  R	  b	  
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Showing	  Proper1es	  
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From	  Rela1ons	  to	  Cardinality	  

§  Cardinality	  of	  two	  sets	  (A	  &	  B)	  is	  equal	  IFF	  there	  is	  a	  
bijec1on	  from	  A	  to	  B	  
Ø  |A|	  =	  |B|	  	  IFF	  	  	  	  ∃f :  A  →  B	  	  (where	  f	  is	  a	  bijec6on)	  

§  Cardinality	  of	  set	  A	  is	  less	  than	  or	  equal	  to	  
cardinality	  of	  set	  B	  IFF	  there	  is	  a	  one-‐to-‐one	  func1on	  
(total,	  injec1ve	  rela1on)	  from	  A	  to	  B	  
Ø  |A|	  ≤	  |B|	  	  IFF	  	  	  	  ∃f :  A  →  B	  	  (where	  f	  is	  one-‐to-‐one)	  
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Cardinality	  of	  Power	  Sets	  

§  Given	  a	  set	  A	  with	  n	  elements,	  what	  is	  the	  
cardinality	  of	  the	  power	  set	  |P(A)|?	  

§  Its	  a	  finite	  set,	  we	  can	  count	  the	  total	  number	  
of	  subsets	  

§  Another	  approach:	  establish	  a	  bijec1on	  from	  
subsets	  of	  A	  to	  rows	  of	  a	  truth	  table	  with	  n	  
variables	  (i.e.	  to	  a	  bit	  sequence)	  	  
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Sequences	  

§  Informal	  defini1on:	  a	  sequence	  is	  an	  ordered	  
list	  of	  objects	  (terms)	  

§  Defini1on:	  a	  sequence	  is	  a	  func1on	  from	  a	  
subset	  of	  the	  integers	  {0,  1,  2,…}	  or	  {1,  2,  3…}	  
to	  a	  set	  S	  

§  Nota1on:	  
•  (a,b,a)      -‐-‐    terms  can  repeat
•  (a,b,c)  ≠  (c,b,a)      -‐-‐    order  matters
•  an  =  f(n)	      -‐-‐    image  of  integer  n

29	  



Sequences	  (examples)	  

§  Example:	  	  	  
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Infinite	  Sets	  

§  How	  do	  you	  know	  that	  a	  set	  is	  infinite?	  
§  Add	  an	  element	  to	  a	  set:	  if	  A	  is	  a	  finite	  set	  and	  b	  
∉  A,	  then	  |A  ∪  {b}|	  =	  |A|	  +	  1.	  	  

§  Not	  true	  for	  infinite	  sets!	  Need	  to	  find	  a	  bijec1on	  
between	  A	  and	  A  ∪  {b}	  	  

§  Idea:	  	  
•  There	  is	  an	  infinite	  sequence	  a1,a2,...,an,...	  of	  different	  

elements	  of	  A	  
•  Define	  bijec1on	  f:	  	  A	  ∪	  {b}	  	  →	  	  A	  	  
•  f(b)	  =	  a0 , f(an  )	  =	  an+1  

31	  



Countable	  Sets	  

§  Defini1on:	  a	  set	  that	  is	  either	  finite	  or	  has	  the	  
same	  cardinality	  as	  the	  set	  of	  posi1ve	  integers	  	  
(Z+)	  is	  called	  countable	  	  

§  Defini1on:	  the	  cardinality	  of	  a	  countable,	  infinite	  
set	  (countably	  infinite)	  is	  ℵ0	  	  
Ø  ℵ  is  aleph,  the  1st  letter  of  the  Hebrew  alphabet	  
Ø  We	  write	  |S|	  =	  ℵ0    

§  It	  is	  possible	  to	  list	  the	  elements	  of	  a	  countable	  
set	  in	  a	  sequence	  indexed	  by	  the	  posi1ve	  
integers	  
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Integers	  vs.	  Integers	  

§  Example:	  the	  set	  of	  posi1ve	  even	  integers	  is	  
countably	  infinite	  

§  Approach:	  establish	  a	  bijec1on	  between	  Z+	  
and	  this	  set	  	  

§  Solu1on:	  	  Let	  f(x)  =  2x.	  	  
   1        2        3        4        5          6    …..

	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  2        4        6        8      10    12    ……
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Integers	  vs.	  Ra1onal	  Numbers	  
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Integers	  vs.	  Real	  Numbers	  

§  Example:	  the	  set	  of	  real	  numbers	  (R)	  is	  uncountable	  
§  Approach:	  Cantor’s	  diagonal	  argument	  (obtain	  a	  

contradic1on)	  
§  Solu1on:	  
1.  Suppose	  R	  is	  countable.	  Then	  the	  real	  numbers	  between	  0	  

and	  1	  are	  also	  countable	  	  
Ø  Any	  subset	  of	  a	  countable	  set	  is	  countable	  

2.  The	  real	  numbers	  between	  0	  and	  1	  can	  be	  listed	  in	  order	  r1	  ,	  
r2	  ,	  r3	  ,…	  

3.  Denote	  the	  (infinite)	  decimal	  representa1on	  of	  this	  lis1ng	  
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Integers	  vs.	  Real	  Numbers	  (proof)	  

§  Solu1on:	  
1.  Suppose	  R	  is	  countable.	  Then	  the	  real	  numbers	  

between	  0	  and	  1	  are	  also	  countable	  	  
2.  The	  real	  numbers	  between	  0	  and	  1	  can	  be	  listed	  in	  

order	  x1	  ,	  x2	  ,	  x3	  ,…	  
3.  Let	  the	  (infinite)	  decimal	  representa1on	  be:	  
4.  Form	  a	  new	  real	  number	  	  
5.  Show	  it	  can’t	  be	  on	  list	  
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Cantor’s	  Diagonal	  Argument	  

1.  Suppose	  R	  is	  countable.	  Then	  the	  real	  numbers	  between	  0	  
and	  1	  are	  also	  countable	  	  

2.  The	  real	  numbers	  on	  [0,1]	  can	  be	  listed	  in	  order	  x1	  ,	  x2	  ,	  x3	  ,…	  
3.  Let	  the	  (infinite)	  decimal	  representa1on	  be:	  
4.  Form	  a	  new	  real	  number	  X:	  	  0.d1d2d3...	  

Ø  dj	  =	  4	  	  	  	  if	  	  	  jth	  digit	  of	  xj	  is	  not	  4	  
Ø  dj	  =	  5	  	  	  	  if	  	  	  jth	  digit	  of	  xj	  is	  4	  

5.  Show	  it	  can’t	  be	  on	  list:	  	  
Ø  X	  is	  not	  equal	  to	  any	  of	  the	  x1	  ,	  x2	  ,	  x3	  ,...	  	  	  
Ø  Differs	  from	  xj	  	  	  in	  its	  jth	  posi1on	  
Ø  Every	  real	  number	  has	  a	  unique	  decimal	  expansion	  	  
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Sets	  vs.	  Power	  Sets	  

§  Theorem:	  for	  any	  set	  A,	  the	  cardinality	  of	  the	  power	  set	  
P(A)	  is	  larger	  

§  Approach:	  show	  that	  you	  cannot	  construct	  a	  bijec1on	  g:	  
A	  →	  	  P(A)	  	  

§  Solu1on:	  
1.  Suppose	  a	  bijec1on	  ‘g’	  has	  been	  established	  between	  

elements	  of	  A	  (a1,a2,  ...)  and  P(A)	  (B1,B2,  ...)  .	  	  
2.  Let	  X	  be	  the	  set	  of	  elements	  of	  A	  which	  do	  not	  belong	  to	  

their	  “associated	  subsets”	  
Ø  If	  a1	  ∉  B1 then a1	  ∈  X
Ø  X	  ∈  P(A)	  	  

3.  Suppose	  that	  X	  corresponds	  to	  some	  element	  ai	  ∈	  A,	  and	  
derive	  a	  contradic1on	  	  
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The	  Hal1ng	  Problem	  

§  The	  problem	  is	  to	  determine,	  given	  a	  program	  and	  
an	  input	  to	  the	  program,	  whether	  the	  program	  will	  
eventually	  halt	  when	  run	  with	  that	  input	  

§  Turing	  proved	  no	  algorithm	  can	  exist	  which	  always	  
correctly	  decides	  whether,	  for	  a	  given	  arbitrary	  
program	  and	  its	  input,	  the	  program	  halts	  when	  run	  
with	  that	  input	  
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The	  Hal1ng	  Problem	  (terminology)	  

§  Compila6on:	  genera1ng	  a	  program	  of	  low-‐level	  instruc1ons	  
from	  a	  program	  text	  wriAen	  in	  some	  high	  level	  programming	  
language	  

§  Rou1ne	  features	  of	  compilers	  involve	  type-‐checking	  to	  
eliminate	  run-‐1me	  errors,	  and	  op1mizing	  the	  generated	  
programs	  

§  Call	  a	  programming	  procedure	  (compiled	  program)—wriAen	  
in	  your	  favorite	  programming	  language—a	  string	  procedure	  	  

§  Focusing	  just	  on	  string	  procedures,	  the	  general	  hal6ng	  
problem	  is	  to	  decide,	  given	  strings	  s	  (program)	  and	  t	  (input),	  
whether	  or	  not	  the	  procedure	  Ps	  halts	  when	  applied	  to	  t.	  	  

§  A	  program	  that	  type-‐checks	  is	  guaranteed	  not	  to	  cause	  a	  run-‐
1me	  type-‐error.	  But	  since	  its	  impossible	  to	  always	  recognize	  
when	  programs	  won’t	  cause	  type-‐errors,	  no	  type-‐checker	  
can	  be	  perfect	  
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