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Outline	  
§  CH	  13.2	  DerivaIves	  of	  Vector	  FuncIons	  

•  Extension	  of	  definiIon	  
•  Tangent	  vector	  &	  2nd	  derivaIve	  
•  DifferenIaIon	  rules	  

§  CH	  13.3	  Arc	  Length	  &	  Curvature	  
•  Arc	  length	  of	  a	  curve	  in	  2D	  (Review	  -‐	  SecIon	  8.1,	  10.2)	  
•  Arc	  length	  funcIon,	  parametrizaIon	  
•  Arc	  length	  for	  space	  curves	  
•  Integrals	  of	  vector	  funcIons	  
•  Curvature	  –	  general	  meaning	  
•  Curvature	  at	  any	  point	  of	  a	  funcIon	  /	  space	  curve	  
•  Tangent,	  normal	  vectors	  
•  DerivaIon	  of	  formulae	  	  
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Outline	  
§  CH	  13.4	  MoIon	  

•  PosiIon,	  velocity,	  acceleraIon	  of	  a	  parIcle	  
•  Binormal	  vector,	  osculaIng	  circle	  
•  Components	  of	  acceleraIon	  
•  DerivaIon	  

§  CH	  14.1	  FuncIons	  of	  Several	  Variables	  
•  FuncIons	  of	  n	  variables:	  definiIon	  
•  Visualizing	  funcIons	  –	  traces,	  level	  surfaces,	  colors	  
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Guiding	  Eyes	  (13.2)	  
	  
A.  	  How	  is	  the	  deriva0ve	  of	  a	  vector	  func0on	  defined?	  
	  
	  
	  
B.   	  Can	  all	  the	  differen0a0on	  rules	  be	  extended	  to	  vector	  

func0ons?	  
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What	  is	  the	  deriva8ve	  of	  a	  vector	  func8on?	  
	  
Recall	  definiIon	  of	  vector	  funcIon	  in	  terms	  of	  components.	  
Consider	  the	  derivaIve	  with	  respect	  to	  the	  parameter	  (t):	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Q.	  What	  is	  the	  geometric	  significance	  of	  this	  deriva0ve?	  
A.	  r’(t)	  is	  the	  tangent	  vector	  to	  the	  curve	  (assuming	  it	  exists	  and	  is	  not	  zero)	  
	  
Q.	  Why	  can’t	  the	  tangent	  vector	  be	  zero?	  
Q.	  What	  assump0ons	  should	  we	  make	  about	  the	  component	  func0ons?	  
	  
Concept:	  unit	  tangent	  vector	  
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r(t) = f (t),g(t),h(t)
dr
dt
= r'(t) = limh→0

r(t + h)− r(t)
h

T(t) = r'(t)
r'(t)
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What	  is	  the	  deriva8ve	  of	  a	  vector	  func8on?	  
	  
Theorem:	  the	  derivaIve	  of	  a	  vector	  funcIon	  is	  the	  defined	  as	  the	  derivaIve	  
of	  each	  component	  separately.	  	  
Proof	  idea:	  
1)	  Use	  definiIon	  of	  LHS	  in	  terms	  of	  limits.	  
2)	  Re-‐write	  LHS	  in	  terms	  of	  components.	  
3)	  Apply	  limit	  to	  each	  component	  separately.	  	  
Note:	  result	  about	  limits	  of	  vector	  funcIons	  required.	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Concept:	  the	  2nd	  derivaIve	  is	  defined	  by	  analogy.	  
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r(t) = f (t),g(t),h(t)

r'(t) = f '(t),g '(t),h '(t)

r'(t) = limh→0
r(t + h)− r(t)

h

= limh→0
f1(t + h), f2 (t + h), f3(t + h) − f1(t), f2 (t), f3(t)

h

= limh→0
f1(t + h)− f1(t)

h
,...,... = f1 '(t), f2 '(t), f3 '(t)



Can	  we	  extend	  differen8a8on	  rules	  to	  vector	  func8ons?	  
	  
Yes.	  Proof	  approach:	  
1)	  Use	  definiIon	  to	  express	  LHS	  in	  terms	  of	  components.	  
2)	  Repeat	  with	  RHS.	  
3)	  Apply	  differenIaIon	  rules	  to	  components	  of	  LHS	  	  
4)	  Manipulate	  form	  to	  resemble	  RHS.	  
	  
Related	  Problems	  
	  
Problem:	  given	  a	  vector	  funcIon,	  find	  the	  derivaIve	  and	  tangent	  vector	  at	  
some	  point	  P.	  Find	  the	  tangent	  line	  at	  the	  same	  point.	  
Solu2on:	   	   	   	   	   	   	   	   	  	  
1)	  Compute	  derivaIve	  for	  each	  component	  separately.	  
2)	  Plug	  value	  of	  t	  corresponding	  to	  point	  P	  into	  the	  derivaIve	  (this	  gives	  the	  
tangent	  vector	  at	  P).	  
3)	  The	  tangent	  line	  is	  parallel	  to	  the	  tangent	  vector	  at	  point	  P.	  
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Problem:	  prove	  that	  if	  every	  point	  on	  a	  (cont.)	  curve	  is	  equidistant	  from	  the	  
origin,	  then	  the	  tangent	  vector	  at	  every	  point	  on	  the	  curve	  is	  orthogonal	  to	  
the	  posiIon	  vector.	  
Solu2on:	   	  	  
1)	  AssumpIon	  states	  that	  the	  length	  of	  the	  posiIon	  vector	  is	  constant.	  
2)	  We	  want	  to	  show	  that	  posiIon	  and	  tangent	  vectors	  are	  orthogonal.	  
3)	  Use	  definiIon	  of	  dot	  product	  and	  assumpIon.	  
4)	  DifferenIate	  the	  dot	  product	  of	  the	  posiIon	  vector	  with	  itself.	  
5)	  Use	  differenIaIon	  rule	  #4.	  
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1) r(t) = c
2) r(t) ⋅ r'(t) = 0

3) r(t) = r(t) ⋅ r(t) = c⇒ r(t) ⋅ r(t) = c2

4) d
dt
r(t) ⋅ r(t)[ ] = d

dt
c2 = 0

5) d
dt
r(t) ⋅ r(t)[ ] = 2r(t) ⋅ r'(t) = 0



Guiding	  Eyes	  (13.3)	  
	  
A.  	  How	  do	  you	  compute	  the	  length	  of	  a	  space	  curve?	  
	  
	  
B.   	  What	  is	  the	  purpose	  of	  parametrizing	  a	  curve?	  

C.	  What	  is	  the	  curvature	  of	  a	  curve?	  
	  
	  
D.	  How	  do	  you	  derive	  the	  formulae	  for	  the	  curvature	  of	  	  
a	  vector	  func0on?	  
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Guiding	  Eyes	  (13.4)	  
	  
A.  	  How	  can	  you	  describe	  a	  par0cle’s	  mo0on	  through	  

space?	  
	  
	  
B.   	  What	  is	  the	  interpreta0on	  of	  a	  par0cle’s	  accelera0on?	  
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How	  do	  you	  compute	  the	  length	  of	  a	  curve?	  
	  
Review	  (secIon	  8.1):	  find	  length	  of	  curve	  defined	  by	  	  	  
We	  assume	  that	  the	  curve	  is	  smooth	  (cont.	  derivaIves)	  on	  the	  interval	  [a,b]	  
	  
Q.	  How	  do	  you	  compute	  the	  circumference	  of	  a	  circle?	  
A.	  Limit	  of	  the	  circumference	  of	  inscribed	  polygons.	  
	  
General	  approach:	  
1)	  For	  any	  curve,	  approximate	  curve	  with	  connected	  line	  segments.	  
2)	  Length	  of	  curve	  is	  approx.	  the	  sum	  of	  the	  segment	  lengths.	  
3)	  Take	  limit	  as	  #	  of	  segments	  goes	  to	  infinity.	  
Need	  to	  compute	  length	  of	  each	  line	  segment.	  
	  
Q.	  Does	  the	  approach	  generalize	  to	  space	  curves?	  
A.	  Easier	  to	  answer	  if	  the	  curve	  is	  defined	  by	  parametric	  equaIons.	  
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y = f (x), a ≤ x ≤ b



How	  do	  you	  compute	  the	  length	  of	  a	  curve?	  
	  
General	  approach:	  
1)	  Length	  of	  line	  segment.	  
2)	  By	  MVT.	  
3)	  SubsItute	  into	  length.	  
4)	  Take	  limit.	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Concept:	  arc	  length	  funcIon	  denotes	  the	  distance	  along	  the	  curve	  from	  (a)	  
to	  x	  ≤	  b.	  

14	  

1) Lp = Δx( )2 + Δy( )2

2) ∃c : f '(c) = Δy
Δx

⇒Δy = f '(c)Δx

3) Lp = Δx( )2 + f '(c)Δx( )2

= Δx( )2 1+ f '(c)[ ]2( )
= Δx 1+ f '(c)[ ]2( )

4) L = lim#→∞ Lp = 1+ f '(x)[ ]2( )a

b
∫ dx

s(x) = 1+ f '(t)[ ]2( )a

x
∫ dt



How	  do	  you	  compute	  the	  length	  of	  a	  curve?	  
	  
Review	  (secIon	  10.2):	  find	  length	  of	  curve	  defined	  by	  parametric	  eqs.	  
	  
	  	  
We	  assume	  that	  the	  curve	  is	  traversed	  once	  from	  lem	  to	  right.	  
	  
Q.	  What	  is	  the	  difference	  in	  the	  approach?	  
A.	  We	  express	  length	  in	  terms	  of	  Δt,	  hence	  we	  need	  to	  apply	  the	  MVT	  
twice,	  to	  Δx	  and	  Δy	  for	  each	  line	  segment.	  
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x = f (t), y = g(t), a ≤ t ≤ b

L = f '(t)[ ]2 + g '(t)[ ]2
a

b
∫ dt = dx

dt
"
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a

b
∫ dt



How	  do	  you	  compute	  the	  length	  of	  a	  space	  curve?	  
	  
Generalize	  previous	  definiIon	  to	  3D:	  
	  
	  	  
We	  assume	  curve	  is	  traversed	  once	  from	  lem	  to	  right.	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Concept:	  the	  definite	  /	  indefinite	  integral	  of	  a	  cont.	  vector	  funcIon	  is	  
obtained	  by	  integraIng	  each	  component.	  
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x = f (t), y = g(t), z = h(t), a ≤ t ≤ b



What	  is	  the	  purpose	  of	  parametrizing	  a	  curve?	  
	  
Problem:	  find	  the	  length	  of	  an	  arc	  given	  a	  vector	  funcIon	  and	  two	  (start	  +	  
end)	  points.	  	  
Solu2on:	   	   	   	   	   	   	   	   	  	  
1)	  Compute	  the	  derivaIve	  of	  the	  vector	  funcIon.	  
2)	  Compute	  the	  length	  of	  the	  funcIon	  from	  (1).	  
3)	  Integrate	  (2)	  with	  appropriate	  interval	  for	  the	  (t)	  parameter.	  
	  
Concept:	  the	  parametrizaIon	  of	  a	  space	  curve	  is	  some	  (different)	  
representaIon	  of	  the	  same	  curve.	  
Concept:	  arc	  length	  parametrizaIon	  for	  space	  curves.	  
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s(x) = 1+ f '(t)[ ]2( )a

x
∫ dt
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What	  is	  the	  curvature	  of	  a	  curve?	  
	  
Concept:	  a	  smooth	  curve	  has	  no	  sharp	  turns,	  corner	  or	  breaks.	  
Examples:	  	  
1)	  Straight	  line	  with	  slope	  zero:	  	  derivaIve	  is	  zero,	  curvature	  (κ)	  is	  zero.	  
2)	  Straight	  line	  with	  any	  slope:	  	  derivaIve	  is	  constant,	  sIll	  κ	  =	  0.	  
3)	  Circle	  with	  radius	  r1:	  	  curvature	  is	  constant	  κ	  =	  C1.	  
4)	  Circle	  with	  radius	  r2	  >	  r1:	  	  curvature	  is	  constant	  κ	  =	  C2	  <	  C1.	  
Observe:	  curvature	  should	  be	  large	  if	  curve	  changes	  direcIon	  quickly	  (the	  
larger	  the	  2nd	  derivaIve	  the	  larger	  the	  κ).	  
	  
Q.	  What	  is	  the	  curvature	  at	  any	  point	  on	  a	  given	  func0on	  or	  space	  curve?	  
A.	  The	  funcIon	  κ(t)	  is	  a	  measure	  of	  how	  quickly	  the	  curve	  changes	  direcIon	  
at	  point	  t.	  
	  
Q.	  How	  can	  you	  compute	  the	  curvature	  at	  a	  point?	  
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What	  is	  the	  curvature	  of	  a	  curve?	  
	  
1)	  Assuming	  the	  curve	  is	  given	  by	  the	  vector	  funcIon	  r(t).	  
2)	  The	  rate	  of	  change	  of	  the	  curve	  is	  given	  by	  the	  tangent	  vector	  r’(t).	  
3)	  If	  we	  only	  care	  about	  the	  direcIon	  of	  the	  tangent,	  consider	  the	  unit	  
tangent	  vector	  T(t).	  
4)	  Curvature	  is	  defined	  as	  the	  magnitude	  of	  the	  rate	  of	  change	  of	  the	  unit	  
tangent	  vector	  with	  respect	  to	  arc-‐length.	  
5)	  QuanIty	  is	  easier	  to	  compute	  if	  expressed	  in	  terms	  of	  parameter	  (t).	  
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1) r(t) 2) r'(t)

3) T(t) = r'(t)
r'(t)

4) κ (t) = dT
ds

5) dT
dt

=
dT
ds

ds
dt
⇒

dT
ds

=
dT / dt
ds / dt

=
T'(t)
r'(t)

⇒κ (t) = dT
ds

=
T'(t)
r'(t)



Par8cle’s	  mo8on	  through	  space	  
	  
Consider	  a	  parIcle	  moving	  through	  space.	  
1)	  Its	  posiIon	  at	  Ime	  t	  is	  given	  by	  the	  vector	  funcIon	  r(t).	  
2)	  We	  can	  approximate	  the	  direcIon	  of	  the	  parIcle	  at	  Ime	  t.	  
3)	  The	  limit	  of	  the	  approximaIon	  is	  the	  velocity	  vector	  v(t).	  
4)	  The	  magnitude	  of	  the	  velocity	  vector	  is	  the	  speed	  of	  the	  parIcle.	  
5)	  The	  acceleraIon	  is	  the	  rate	  of	  change	  of	  velocity,	  i.e.	  2nd	  derivaIve	  of	  r(t)	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Consider	  a	  person	  inside	  a	  car	  on	  a	  curving	  road.	  
The	  sharper	  the	  curve	  (curvature	  is	  large)	  and	  the	  higher	  the	  speed	  of	  the	  
car,	  the	  faster	  the	  person	  is	  thrown	  against	  the	  door.	  
In	  other	  words,	  acceleraIon	  occurs	  in	  a	  parIcular	  direcIon.	  
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1) r(t) 2) r(t + h)− r(t)
h

3) v(t) = r'(t)

4) v = v(t) = r'(t) = ds
dt

5) a(t) = r''(t)



Mo8on	  through	  space:	  accelera8on	  
	  
1)	  The	  unit	  normal	  vector	  N	  indicates	  the	  direcIon	  in	  which	  the	  curve	  is	  
turning	  at	  each	  point.	  
2)	  AcceleraIon	  can	  be	  resolved	  into	  2	  components	  (tangenIal	  and	  normal).	  
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T(t) = r'(t)
r'(t)

=
v
v
⇒ v = vT

a(t) = r''(t) = v'= v 'T + vT'
∀t, T(t) =1 ⇒ T(t) ⋅T'(t) = 0

N(t) = T'(t)
T'(t)

⇒ T'= N T'

κ (t) =
T'(t)
r'(t)

=
T'
v

⇒ T' =κv

a = v 'T + v T' N = v 'T +κv2N



Mo8on	  through	  space:	  binormal	  
	  
EquaIon	  for	  acceleraIon	  confirms	  intuiIon:	  if	  we	  increase	  curvature/
speed,	  normal	  component	  of	  acceleraIon	  increases.	  	  
Observe:	  no	  ma@er	  how	  object	  moves	  through	  space,	  its	  acceleraIon	  
vector	  is	  always	  in	  the	  osculaIng	  (kissing)	  plane	  containing	  T	  and	  N.	  
	  
Concept:	  the	  osculaIng	  circle	  in	  the	  direcIon	  of	  N	  with	  radius	  1/κ	  
Concept:	  the	  binormal	  vector	  defines	  a	  “B-‐N-‐T”	  frame.	  
Concept:	  the	  normal	  plane	  is	  defined	  by	  the	  N,	  B	  vectors	  and	  contains	  
vectors	  orthogonal	  to	  the	  tangent.	  
	  
	  

23	  

a = v 'T +κv2N
B = T ×N



Formulae	  for	  curvature	  
	  
Q.	  Can	  we	  express	  κ(t)	  in	  terms	  of	  r’(t),	  r’’(t)	  vectors	  only?	  
A.	  To	  accomplish	  this,	  we	  need	  to	  express	  T’(t).	  	  	  
	  
Q.	  Why	  do	  we	  need	  this	  new	  formula?	  
A.	  Easier	  to	  compute	  curvature	  in	  pracIce.	  
	  
Q.	  What	  about	  the	  special	  case	  where	  y	  =	  f(x)?	  
A.	  The	  formula	  we	  derive	  can	  be	  simplified.	  
	  
Q.	  Can	  we	  express	  components	  of	  accelera0on	  in	  terms	  of	  r(t),	  r’(t),	  r’’(t)?	  
A.	  To	  accomplish	  this,	  need	  to	  express	  v’	  (derivaIve	  of	  speed	  funcIon).	  
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κ (t) =
T'(t)
r'(t)

=
T'
v

a = v 'T +κv2N
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T = r'
r'
=
r'
v

κ (t) = dT
ds

=
T'
r'
=
T'
v

T =1 ⇒ T ⋅T'= 0

T'= r''
r'
−
r'
r' 2

d
dt
r' = r''

v
−
r'
v2
v '

T ×T' = T T' sinθT ,T ' = T T' sin
π
2
= T T' = T'

T ×T'=T × r''
v
−
r'
v2
v '

#

$
%

&

'
(= T × r''

v
#

$
%

&

'
(− T ×

r'
v2
v '

#

$
%

&

'
(

=
r'
v
×
r''
v

#

$
%

&

'
(−

r'
v
×
r'
v2
v '

#

$
%

&

'
(=
r'× r''
v2

T ×T' = T' =
r'× r''
v2

=
r'× r''
r' 2

κ (t) =
T'
r'
=
r'(t)× r''(t)
r'(t) 3
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y = f (x) ⇒ r(x) = x, f (x)

r'(x) = 1, f '(x) r''(x) = 0, f ''(x) r'(x) = 1+ f '(x)[ ]2

r'(x)× r''(x) =
i j k
1 f '(x) 0
0 f ''(x) 0

= f ''(x)k

r'(x)× r''(x) = f ''(x)k = f ''(x)

κ (x) =
r'(x)× r''(x)
r'(x) 3

=
f ''(x)

1+ f '(x)( )2!
"

#
$
3/2
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a = v 'T +κv2N v = vT

κ =
T'
r'
=
r'(t)× r''(t)
r'(t) 3

v ⋅ a = vT ⋅ v 'T +κv2N( ) = vv 'T ⋅T +κv3T ⋅N = vv '

v ' = v ⋅ a
v

=
r'(t) ⋅ r''(t)
r'(t)

κv2 =
r'(t)× r''(t)
r'(t)



Related	  Problems	  
	  
Problem:	  given	  a	  circle	  with	  radius	  a,	  show	  that	  κ	  =	  1/a.	  
Solu2on:	   	   	   	   	   	   	   	   	  	  
1)	  Choose	  origin	  as	  center	  of	  circle.	  	  
2)	  Parametrize	  eq.	  (t	  for	  angle).	  
3)	  DifferenIate,	  compute	  magnitude.	  
4)	  Plug	  into	  formula.	  
	  
Problem:	  given	  the	  posiIon	  vector	  of	  a	  parIcle.	  Find	  its	  velocity,	  speed,	  
and	  acceleraIon.	  	  
Solu2on:	  differenIate	  vector	  funcIon	  (twice),	  and	  compute	  magnitude.	  
	  
Problem:	  given	  acceleraIon	  vector	  and	  iniIal	  condiIons	  (velocity	  and	  
posiIon	  at	  some	  Ime	  t).	  Find	  the	  velocity	  and	  posiIon	  vectors.	  
Solu2on:	   	  	  
1)	  Integrate	  acceleraIon,	  determine	  constant	  vector	  from	  iniIal	  condiIon.	  
2)	  Integrate	  velocity,	  determine	  constant	  vector	  from	  iniIal	  condiIon.	  
In	  general:	  
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v(t) = v(t0 )+ a(u)du
t0

t
∫

r(t) = acost,asin t

r'(t) = −asin t,acost

r'(t) = a



Guiding	  Eyes	  (14.1)	  
	  
A.  	  Func0ons	  of	  several	  variables	  –	  defini0on	  
	  
	  
	  
B.   	  How	  do	  you	  visualize	  a	  func0on	  of	  two	  (3)	  variables?	  
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Func8ons	  of	  several	  variables	  
	  
Concept:	  a	  funcIon	  f	  of	  two	  variables	  is	  a	  rule	  that	  assigns	  each	  ordered	  
pair	  of	  real	  numbers	  (x,y)	  in	  the	  domain	  of	  f,	  a	  unique	  real	  number	  denoted	  
by	  f(x,y).	  The	  set	  of	  all	  values	  f	  can	  take	  is	  the	  range	  of	  f.	  
	  
Q.	  How	  is	  a	  func0on	  of	  n	  variables	  defined?	  
	  
Problem:	  find	  the	  domain	  and	  range	  of	  a	  funcIon	  f(x,y).	  
Solu2on:	  domain	  includes	  all	  values	  where	  funcIon	  is	  defined.	  Range	  
includes	  all	  valid	  values	  for	  z	  =	  f(x,y).	  
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How	  do	  you	  visualize	  a	  func8on	  of	  2	  variables?	  
	  
Concept:	  the	  graph	  of	  a	  funcIon	  consists	  of	  all	  triples	  (x,y,z)	  such	  that	  (x,y)	  
are	  in	  the	  domain	  of	  f	  and	  z	  =	  f(x,y).	  	  
Examples:	  	  
1)	  Linear	  funcIon	  (plane).	  
2)	  Half	  sphere.	  
3)	  EllipIc	  paraboloid.	  
	  
Concept:	  the	  level	  curves	  (contour	  lines)	  of	  a	  funcIon	  are	  defined	  by	  fixing	  
a	  constant:	  f(x,y)	  =	  k.	  For	  a	  funcIon	  of	  3	  variables,	  we	  have	  level	  surfaces.	  	  
	  
Q.	  How	  do	  you	  sketch	  a	  func0on	  of	  two	  variables?	  
A.	  Draw	  level	  curves	  on	  plane,	  lim	  up	  to	  indicated	  height.	  Colors	  can	  help	  
(red	  =	  ho@est	  =	  highest	  values;	  blue	  =	  coldest	  =	  smallest).	  
	  
Problem:	  sketch	  the	  level	  curves	  of	  a	  funcIon	  f(x,y).	  
Solu2on:	  draw	  level	  curves	  for	  a	  chosen	  set	  of	  values	  at	  an	  appropriate	  
interval.	  Altogether,	  the	  curves	  create	  a	  contour	  map.	  	  
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z = ax + by+ c

z = f (x, y) = 9− x2 − y2

z = f (x, y) = 4x2 + y2
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