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Divisibilidad Clase 6

Fernando Krell

b 7 =1{0,41,42,43,...}

» a,beZ,adivide beZsideZ, ak=0>b
» Notacion: a| b, at bsiVkeZ, ak # b
» Ejemplos: 1| bVbeZ, 3|27,2411

» Observacién:
albralc=3X,YeZ, a=Xb+ Yc

Va,be Z3IX,YeZ, 1 =Xa+ Yb
» Ejemplo: 3=6-2+—1-15



Divisibilidad (2)

Fernando Krell

» aesdivisorde bsia>0yalb

» a es factor de b si ademds a ¢ {1, b}

p es primo si no tiene factores!
»acZ,beZt, g, reZ,0<r<b

a=qgb+r

» es posible encontrar g, r en tiempo polinomial (divisién
entera).



Maximo comun divisor
MCD

» med(a,b) = max{d, d | and| b}
» Ejemplos: med(15,10) = 5, mecd(15,0) = 15

mcd(a, p) = 1¥p primo, Vae {1,2,3...,p — 1}

» ay b son primos relativos si med(a, b) = 1
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Clase 6

Proposicion 1

Va,be Z* 3X,Y € Z tales que Xa+ Yb = mcd(a,b) y,
ademds mcd(a, b) = min{d|d = Xa + Yb > O}x vez
Demostracion.

> Sea | & {Xa+ Yb>0}x yez. (notarque ay bel)

Fernando Krell

» Sea d = min(l) = Xa + Yb, demostremos primero que
d divide a todo elemento c en [.
» c=Xa+ Yb, peroc=qd+rparar<d
=r=Xa+Yb—qg(Xa+ Yb)
»r=(X—=gX)a+ (Y —Yq)b
1. r# 0= d no es minimo en /
2. r=0=4d|c

v

Nos falta demostrar que d es maximo. Sea d’ > d tal
qued |and | b

= d'|(Xa+ Yb) = d' | d, lo cual es una contradiccién
pués d’ > d.

v

2]



Proposicion 2

c| abamcd(a,c)=1=c|b.
Caso especial:Si pes primoy p | ab=p|avp| b

Demostracion.
» ¢ | ab= ~yc = ab.
» med(a,c) =1=3X,Y e€Z tales que 1 = Xa+ Yc
» = b= Xab+ Ycb = Xyc + Ybc = (Xv+ Yb)c

»=c| b
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Proposicién 3 et

Fernando Krell

alNab|NAamcd(a,b)=1=ab | N.
Ejemplo, a=4,b=9,4 |36y 9| 36

Demostracion.

»ac=N, bd=Nyl=Xa+Yb= N=XaN + YbN.
» N = Xabd + Ybac = ab(Xd + Yc) = ab|N
[



Reduccion Médulo N Clase 6

Fernando Krell

» r es el resto de la division entera de N por a,
a=qgN+r.

» Reduccion modular: Definimos [a méd N| como el
resto r, y lo denominamos esta funcién como reduccién
médulo N.

» Observacion: 0 < [a méd N] < N.

» Congruencia. a'y b son congruentes médulo N (a = b
méd N) si [a méd N| = [bmodN].

» Ejemplo: 25 es congruente con 4 modulo 21
(denotamos como 25 = 4 méd 21)



Proposiciéon 4

a=b méd N< N | (a—b)

Demostracién.

= a—-q:N=rn=rn=b—qgyN=a—b=
N(qa - qb)

< N | (a—b)=~yN =a—b=qgN+r,—gpsN—rp
Pero —N < ry — r, < N, por lo tanto si
rs # rp, N no es miltiplo de a — b, lo cual es
una contradiccién.

O
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Suma y multiplicacion méd N Clase 6

Fernando Krell

Seana=2a méd Ny b=b" méd N.
l.a+b=a+b médN.a=q,N+ry,b=qgpyN+rp
Por lo tanto a+ b = (g, + qp)N + ra + rp.
2. ab=a'b’ méd N. Por lo tanto
ab = (qaqb)N2 + (qarb + qbra)N + lalbp.
Podemos reducir, luego sumar o multiplicar

Ejemplo: (16757 x 77789) méd 7 = ((16757
méd 7) x (77789 mdd 7)) méd 7 =6 x5 méd 7 =2



. e ey s Clase
Division mdd N e

Fernando Krell

» Problema: Division médulo N no necesariamente esta
definida para todo entero. ab=cb méd N == a=—c
méd N.

» No necesariamente un entero tiene inverso
multiplicativo.

» Ejemplo: 2 no tiene inverso multiplicativo médulo 4:
»2-0 méd 4 =0,

»2-1 méd 4 =2,
»2-2 méd 4 =0,
»2-3 méd 4=2.



Ultima Proposicién
b,NeZ,b>1N>1,

b tiene inverso multiplicativo méd N < mcd(b,N) =1

Demostracion.

= b-c=1 méd N,= FyeZbc—1=9N <
bc —yN =1 pero 1 es el positivo mas
pequefio, por lo que mcd(b, N) =1

< mcd(b,N) =1=3X,Y € Z tales que
Xb+YN=1= Xb=1 méd N, por lo tanto
X =b"1 méd N

L]

Ejemplo: b=8,N=11,11x3—-4-8=1= —4
mdod 11 = 7 es el inverso de 8 mdéd 11
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Clase 6

Grupos

Fernando Krell

Un grupo (G, o) esta comuesto por un conjunto G y una
operacién binaria o tales que

» oes cerradoen G: gohe GVg,he G

» existe elemento neutro para o (identidad).

JeeG, goe=eog=g¥geG

» Elementos tienen inverso: Vg e G, 3g’ € G,gog’ = e

» Asociatividad: Vg, h,ie G, go(hoi)=(goh)oi

» Commutatividad: Vg, he G, goh=hog

Si G es finito, entonces decimos que el grupo es finito y su
orden es m = |G|



Exponenciacion
SeameNygeG

» Notacién Aditiva: m-g=gogo---og

Afortunadamente, tenemosi las siguientes propiedades:

(m+m).-g=(m-g)o(m-g)
(mxm')-g=m-(m"-g)

(m-g)o(m-h)=m-(goh)

» Notacién Multiplicativa: g™ =gogo---og

gmtm™ = (m-g)o(m'g)

(mxm)-g=m-(m'g)
(m-g)o(m-h)=m-(goh)
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Clase 6

Teorema

Fernando Krell

Theorem
Si G es un grupo abeliano de orden m, entonces
g™ = 1Vg € G (en donde 1 es el elemento neutro para G)

Demostracion.

Sean g1, &, ..., &m todos los elementos de G. Sea g un
elemento cualquiera de G.

Notar que si g o gi = g © gj, entoces g; = gj (podemos
aplicar o con el inverso de g a ambos lados).

Por lo tanto, (g0 g1),(gog1),--.,(g o gm) es una
permutacion de g1, 82, ..., &m-

Entonces,

(gogi)o(gogi)o...o(gogm) =810820...08m

Y concluimos que g™ =1 O
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Corolario 1
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Corollary

Sea G un grupo de orden m, entonces para todo g € G, y
para todo x e N, g* = g* méd m

Demostracion.
gx = gk-m+x méd m _ gk-m o g~ mdéd m para algin entero k.
Pero gh'm = (gmMk = 1k = O
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Corolario 2

Fernando Krell

Corollary

Sea fo : G — G una funcion definida como fo(g) = g€. fo es
una biyeccién si med(e, m) =1, y mds aun, si d = e 1

méd m, entonces fy es su funcion inversa.

Demostracién.

Basta con demostrar que fy(fe( g.

fa(fe(g)) = fa(g®) = (g°)7 = g*9 = g&¢ ™4 m =gl =

g L]



