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6 de Abril de 2016



Clase 6

Fernando Krell
Divisibilidad

§ Z “ t0,˘1,˘2,˘3, . . . u

§ a, b P Z, a divide b P Z si D P Z, ak “ b

§ Notación: a | b, a ffl b si @k P Z, ak ‰ b

§ Ejemplos: 1 | b @b P Z, 3 | 27, 2 - 11

§ Observación:

a | b ^ a | c ñ DX ,Y P Z, a “ Xb ` Yc

@a, b P Z DX ,Y P Z, 1 “ Xa` Yb

§ Ejemplo: 3 “ 6 ¨ 2`´1 ¨ 15
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Divisibilidad (2)

§ a es divisor de b si a ą 0 y a | b

§ a es factor de b si además a R t1, bu

p es primo si no tiene factores!

§ a P Z, b P Z`, D!q, r P Z, 0 ď r ă b

a “ qb ` r

§ es posible encontrar q, r en tiempo polinomial (división
entera).
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Máximo común divisor
MCD

§ mcdpa, bq “ máxtd , d � a^ d | bu

§ Ejemplos: mcdp15, 10q “ 5, mcdp15, 0q “ 15

mcdpa, pq “ 1@p primo, @a P t1, 2, 3..., p ´ 1u

§ a y b son primos relativos si mcdpa, bq “ 1
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Proposición 1
@a, b P Z` DX ,Y P Z tales que Xa` Yb “ mcdpa, bq y,
además mcdpa, bq “ ḿıntd |d “ Xa` Yb ą 0uX ,Y PZ

Demostración.

§ Sea I
def
“ tXa` Yb ą 0uX ,Y PZ. (notar que a y b P I )

§ Sea d “ ḿınpI q “ X̂ a` Ŷ b, demostremos primero que
d divide a todo elemento c en I .

§ c “ Xa` Yb, pero c “ qd ` r para r ă d
ñ r “ Xa` Yb ´ qpX̂ a` Ŷ bq

§ r “ pX ´ qX̂ qa` pY ´ Ŷ qqb

1. r ‰ 0 ñ d no es ḿınimo en I
2. r “ 0 ñ d � c

§ Nos falta demostrar que d es máximo. Sea d 1 ą d tal
que d 1 � a^ d 1 � b

§ ñ d 1|pX̂ a` Ŷ bq ñ d 1 � d , lo cual es una contradicción
pués d 1 ą d .
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Proposición 2

c � ab ^mcdpa, cq “ 1 ñ c � b.
Caso especial:Si p es primo y p � ab ñ p � a_ p � b

Demostración.

§ c � ab ñ γc “ ab.

§ mcdpa, cq “ 1 ñ DX ,Y P Z tales que 1 “ Xa` Yc

§ ñ b “ Xab ` Ycb “ Xγc ` Ybc “ pXγ ` Ybqc

§ ñ c � b



Clase 6

Fernando Krell
Proposición 3

a � N ^ b � N ^mcdpa, bq “ 1 ñ ab � N.
Ejemplo, a “ 4, b “ 9, 4 � 36 y 9 � 36

Demostración.

§ ac “ N, bd “ N y 1 “ Xa` Yb ñ N “ XaN ` YbN.

§ N “ Xabd ` Ybac “ abpXd ` Ycq ñ ab|N
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Reducción Módulo N

§ r es el resto de la division entera de N por a,
a “ qN ` r .

§ Reducción modular: Definimos ra mód Ns como el
resto r , y lo denominamos esta función como reducción
módulo N.

§ Observación: 0 ď ra mód Ns ă N.

§ Congruencia. a y b son congruentes módulo N (a “ b
mód N) si ra mód Ns “ rbmodNs.

§ Ejemplo: 25 es congruente con 4 modulo 21
(denotamos como 25 “ 4 mód 21)
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Proposición 4

a “ b mód N ô N � pa´ bq

Demostración.

ñ a´ qaN “ ra “ rb “ b ´ qbN ñ a´ b “
Npqa ´ qbq

ð N � pa´bq ñ γN “ a´b “ qaN`ra´qbN´rb
Pero ´N ă ra ´ rb ă N, por lo tanto si
ra ‰ rb, N no es múltiplo de a´ b, lo cual es
una contradicción.
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Suma y multiplicación mód N

Sean a “ a1 mód N y b “ b1 mód N.

1. a` b “ a1 ` b1 mód N. a “ qaN ` ra, b “ qbN ` rb
Por lo tanto a` b “ pqa ` qbqN ` ra ` rb.

2. ab “ a1b1 mód N. Por lo tanto
ab “ pqaqbqN

2 ` pqarb ` qbraqN ` rarb.

Podemos reducir, luego sumar o multiplicar
Ejemplo: p16757ˆ 77789q mód 7 “ pp16757
mód 7q ˆ p77789 mód 7qq mód 7 “ 6ˆ 5 mód 7 “ 2
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División mód N

§ Problema: Division módulo N no necesariamente esta
definida para todo entero. ab “ cb mód N ­ùñ a “ c
mód N.

§ No necesariamente un entero tiene inverso
multiplicativo.

§ Ejemplo: 2 no tiene inverso multiplicativo módulo 4:

§ 2 ¨ 0 mód 4 “ 0,
§ 2 ¨ 1 mód 4 “ 2,
§ 2 ¨ 2 mód 4 “ 0,
§ 2 ¨ 3 mód 4 “ 2.
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Última Proposición

b,N P Z, b ě 1,N ą 1,

b tiene inverso multiplicativo mód N ô mcdpb,Nq “ 1

Demostración.

ñ b ¨ c “ 1 mód N,ñ Dγ P Zbc ´ 1 “ γN ô

bc ´ γN “ 1 pero 1 es el positivo mas
pequeño, por lo que mcdpb,Nq “ 1

ð mcdpb,Nq “ 1 ñ DX ,Y P Z tales que
Xb ` YN “ 1 ñ Xb “ 1 mód N, por lo tanto
X “ b´1 mód N

Ejemplo: b “ 8,N “ 11, 11ˆ 3´ 4 ¨ 8 “ 1 ñ ´4
mód 11 “ 7 es el inverso de 8 mód 11
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Grupos

Un grupo pG, ˝q esta comuesto por un conjunto G y una
operación binaria ˝ tales que

§ ˝ es cerrado en G: g ˝ h P G@g , h P G
§ existe elemento neutro para ˝ (identidad).
De P G, g ˝ e “ e ˝ g “ g@g P G

§ Elementos tienen inverso: @g P G, Dg 1 P G, g ˝ g 1 “ e

§ Asociatividad: @g , h, i P G, g ˝ ph ˝ iq “ pg ˝ hq ˝ i
§ Commutatividad: @g , h P G, g ˝ h “ h ˝ g

Si G es finito, entonces decimos que el grupo es finito y su
orden es m “ |G|
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Exponenciacion

Sea m P N y g P G
§ Notación Aditiva: m ¨ g “ g ˝ g ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ g

Afortunadamente, tenemosi las siguientes propiedades:

pm `m1q ¨ g “ pm ¨ gq ˝ pm1 ¨ gq

pm ˆm1q ¨ g “ m ¨ pm1 ¨ gq

pm ¨ gq ˝ pm ¨ hq “ m ¨ pg ˝ hq

§ Notación Multiplicativa: gm “ g ˝ g ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ g

gm`m1

“ pm ¨ gq ˝ pm1 ¨ gq

pm ˆm1q ¨ g “ m ¨ pm1 ¨ gq

pm ¨ gq ˝ pm ¨ hq “ m ¨ pg ˝ hq
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Teorema

Theorem
Si G es un grupo abeliano de orden m, entonces
gm “ 1@g P G (en donde 1 es el elemento neutro para G)

Demostración.
Sean g1, g2, ..., gm todos los elementos de G. Sea g un
elemento cualquiera de G.
Notar que si g ˝ gi “ g ˝ gj , entoces gi “ gj (podemos
aplicar ˝ con el inverso de g a ambos lados).
Por lo tanto, pg ˝ g1q, pg ˝ g1q, . . . , pg ˝ gmq es una
permutación de g1, g2, ..., gm.
Entonces,

pg ˝ g1q ˝ pg ˝ g1q ˝ . . . ˝ pg ˝ gmq “ g1 ˝ g2 ˝ . . . ˝ gm

Y concluimos que gm “ 1
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Corolario 1

Corollary

Sea G un grupo de orden m, entonces para todo g P G, y
para todo x P N, g x “ g x mód m

Demostración.
g x “ gk¨m`x mód m “ gk¨m ˝ g x mód m, para algún entero k.
Pero gk¨m “ pgmqk “ 1k “ 1
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Corolario 2

Corollary

Sea fe : GÑ G una función definida como fepgq “ g e . fe es
una biyección si mcdpe,mq “ 1, y más aun, si d “ e´1

mód m, entonces fd es su función inversa.

Demostración.
Basta con demostrar que fdpfepgqq “ g .
fdpfepgqq “ fdpg

eq “ pg eqd “ g e¨d “ g e¨d mód m “ g1 “

g


